Teoria Pola
Elektromagnetycznego

Wyktad 4
Pole elektromagnetyczne

23.06.2006

Stefan Filipowicz



4. Pole elektromagnetyczne
4.1. Prad catkowity

* Prad elektryczny w srodowisku przewodzgcym okreslono jako
uporzagdkowany ruch tadunkow elektrycznych zachodzacy pod
wptywem pola elektrycznego. Prad taki nazwano pragdem
przewodzenia. Gestosc¢ tego pradu jest proporcjonalna do
natezenia pola elektrycznego E i1 zalezy od przewodnosci
wtasciwej srodowiska.

J=VE
* Jezeli ciata natadowane lub czastki poruszajq sige w
srodowisku nieprzewodzgcym lub w prozni z predkoscia v, to
czgstki te tworzg prad zwany pragdem unoszema (pradem
konwekcyjnym). Gestosc pradu unoszenia J, jest

proporcjonalna do gestosci objetosciowej tadunkow p i zalezy
od predkosci poruszajgcych sie czastek:

Ju=pV



4. Pole elektromagnetyczne
4.1. Prad catkowity

» W czasteczkach dielektryka ktore zostaty wprowadzone do
zewnetrznego pola elektrycznego, tadunki z nimi zwigzane
bedg sie przemieszczaty pod wptywem sit pola tworzac prad
polaryzacji. Gestosc pradu polaryzacji J,, jest proporcjonalna
do pochodnej wektora poraryzacji wzgledem czasu:

J o1 = OPI Ot

* W przypadku srodowisk w ktorych wektor polaryzacji jest
proporcjonalny do natezenia pola elektrycznego P, = g,NE,
gestosc pradu polaryzacji wynosi:

Jpor = €N OE [ Ot

« Wszystkie trzy omowione rodzaje prgdu mowig o
przemieszczaniu sie tadunkow elektrycznych. Kazdemu z tych
pradow towarzyszy pole magnetyczne.



4. Pole elektromagnetyczne
4.1. Prad catkowity

Maxwell takze nazwac prgdami elektrycznymi prady, ktore
powstang w prozni pod wptywem zmian pola elektrycznego,
gdyz temu przypadkowi rowniez towarzyszy pole magnetyczne.
Prad ten nazywamy pradem przesuniecia w prozni. Gestosc
tego pradu J,,. jest proporcjonalna do predkosci zmian
natezenia pola elektrycznego:

Joee = o OE [ Ot

przes

Prad przesuniecia w prozni rozni sie od innych pragdow tym, ze
nie powoduje on powstawania strat na ciepto.

Prady przewodzenia i unoszenia mogg wystepowac zarowno w
polach magnetycznych statych jak i zmiennych w czasie.

Prady przesuniecia i polaryzacji mogg wystepowac w polu
elektrycznym zarowno statym jak i zmiennym w czasie. Prady
polaryzacji i przesuniecia mogg wystepowac w prozni tylko w
przypadku zmiennego pola elektrycznego.



4. Pole elektromagnetyczne
4.1. Prad catkowity

« W ten sposob pradem elektrycznym nazywamy dwa rozne
zjawiska: ruch tadunkow elektrycznych oraz zmiane w czasie
pola elektrycznego. Podstawowg wtasnoscig kazdego z tych
pradow jest zdolnos¢ wytwarzania pola magnetycznego.

* Pradem catkowitym nazywamy catoksztatt wszystkich zjawisk,
ktoremu towarzyszy pole magnetyczne. W przypadku ogdolnym
gestosc pradu catkowitego rowna jest sumie gestosci pradu

przewodzenia, unoszenia, polaryzacji i przesuniecia w prozni:

‘]ca’fk =J + ‘] + ‘]pol ‘]o przes

Sume pradu polaryzaciji i prqdu przesuniecia w prozni
nazywamy prgdem przesuniecia w dielektryku. Gestosc¢ pradu
przesuniecia w dielektryku wynosi:

Jorzes = Jo przes + ool = £o (1+8)IE / 9t = £ GE | 9t =aD | ot



4. Pole elektromagnetyczne
4.1. Prad catkowity

* Prady przesunigcia maja wiasnosc rozprzestrzeniania si¢ w
dielektryku tak, jak prady przewodzenia majg wiasnosc
rozprzestrzenlanla sie w przewodniku.

« W dalszej czesci nie bedziemy uwzgledniac prgdow unoszenia.
Dlatego prad catkowity bedziemy rozumieli jako sume pradu
przewodzenia i pradu przesunigcia. W takim przypadku gestosc

pradu catkowitego wynosi:
= yE + € 0E / Ot

Jca’fk =J+ ‘]przes
Prad catkowity moze wystepowac zarowno w srodowiskach
przewodzacych jak i nieprzewodzgcych.
W srodowisku dobrze przewodzgacym prady przewodzenia sg
znacznie wigksze od prgdow przesunigcia i wobec tego mozna
prady przesuniecia nie uwzgledniac.

W dielektryku o matych stratach jest odwrotnie — prady
przesuniecia sg znacznie wieksze od pragdow przewodzenia |
tych pradow mozna nie uwzgledniac



4.2. Dywergencja gestosci pradu
przewodzenia

* Prad staty moze ptynac tylko w obwodzie zamknietym. Linie
gestosci wektora pradu statego sa liniami ciggtymi i div J = Q.
Strumien wektora gestosci prgdu prdzez dowolng powierzchnig
zamknietg musi byC zawsze rowny zero. tadunek znajdujacy
sie w objetosci ograniczonej tg powierzchnig zamknieta jest
niezmienny w czasie.

* Prady przemienne mogg wystepowac¢ w obwodach tzw.
otwartych, ktore stanowig przerwe dla pradu statego (np.
obwod z kondensatorem). Dlatego w polach przemiennych,
mogq ptyngc prady przewodzenia nawet w obwodach
otwartych. W miejscu gdzie konczg sie linie wektora gestosci
pradu przewodzenia J, mogg gromadzic sie tadunki; strumien
wektora gestosci prqdu przewodzenia przez pomerzchme
zamknietg nie musi sie rownac zero.



4.2. Dywergencja gestosci pradu
przewodzenia

« Zaldzmy, ze w objetosci V ograniczonej powierzchnig S
umieszczony jest tadunek q, ktorego gestosc
objetosciowa wynosi p. Jezeli przez powierzchnie S
przechodzi prad przewodzenia |, to tadunek q bedzie
zmniejszat sie i prad:

oq
ot
* Wyrazajgc prad za pomocg gestosci pradu

przewodzenia J otrzymujemy postac catkowg rownania
ciggtosci pradu:

I =

__ 9%
deS— >



4.2. Dywergencja gestosci pradu
przewodzenia

* Poprzednie rownanie mozna przedstawi¢ w postaci
rozniczkowej, wyrazajac tadunek q w zaleznosci od
gestosci objetosciowey:

q=|pdV

« QOraz przeksztatcajgc strumien wektora gestosci J
zgodnie z twierdzeniem Gaussa Ostrogradzkiego
otrzymamy:

b JdS = §divdV
S V



4.2. Dywergencja gestosci pradu
przewodzenia
+ Za$ po uwzglednieniu ~ $JdS =——

- Ovzymamy: [ Lav = [ dnaav

* Poniewaz powierzchnia S, a zatem i ograniczona ta
powierzchnig objetosc¢ V, byly wybrane dowolnie, to otrzymana
zaleznosc nie zalezy od granic catkowania i dlatego funkcje
podcatkowe powinny by¢ sobie rowne, czyli:

8'0 = divJ
ot



4.3. Ciggtosc pradu catkowitego

 Wykazemy teraz, ze prad catkowity jest ciggty oraz, ze
dywergencja gestosci pradu catkowitego zawsze jest
rowna zero.

* Poniewaz gestosc pradu catkowitego jest rowna sumie
gestosci pragdu przewodzenia i gestosci pradu
przesuniecia to mozemy napisac:

oD
Jcalk — J + Jprzes — J + E

e Zatem:

D
divd , =divJ + divaﬁ_t



4.3. Ciggtosc pradu catkowitego

* Poniewaz wspotrzedne przestrzenne nie sg funkcjami
czasu, mozna zmieni¢ kolejnosc¢ obliczania dywergencji |
rozniczkowania wzg. czasu:

o(divD)

divd ., =divd + >

* A zgodnie z tw. Gaussa w postaci rozniczkowej divD = p
stad mamy:
%, 0

_op + P _ 0
ot Ot

divd , =



4.3. Ciggtosc pradu catkowitego

« Co udowadnia, ze dywerg. gestosci prgdu catkowitego
jest zawsze rowna zero a to wskazuje, ze wektor pradu
catkowitego przedstawia sobg wektor solenoidalny; linie
strumienia nie majg poczatku ani konca.

Pole tego pradu jest wirowym lub mieszanym, poniewaz
rozbieznosc rowna jest zeru.



4.3. Ciggtosc pradu catkowitego

* Mozna symbol rozbieznosci wyniesc¢ przed nawias, gdyz
kolejnos¢ rézniczkowania nie wptywa na wynik:

oD

div(J _+—)=0
iv( 8t)

prz

« Wyrazenie to jest ogolniejszg postacig pierwszego prawa
Kirchhoffa. Podstawiajac za D=¢E oraz J,,=yE
otrzymamy:

oE
divivE + e—) =0
v(y 8t)

Wyrazenie w nawiasie przedstawia catkowitg gestosc pradu:

E+sc—=J
4 ot



4.2. Dywergencja gestosci pradu
przewodzenia

* Pole tego pradu jest wirowym lub mieszanym, poniewaz
rozbieznosc rowna jest zeru. Linie gestosci catkowitego pradu
nie majg dlatego ani poczatku ani konca, co znaczy, ze zawsze

tworzg krzywe zamkniete.



4 4. Pierwsze rownanie Maxwella

Pierwsze rownanie Maxwella wyraza prawo przeptywu w

postaci rozniczkowej:
ﬁH ) dl :]calk — j Jcalk ) dS
L

* Przeksztatcajgc zgodnie z twierdzeniem Stokesa cyrkulacje
wektora H otrzymujemy:
$H -dl =|rotH -dS
L S

 Mozna wiec napisac rownanie:
IrotH-dS = _[Jca,k -dS
S

S

« Stad: VOfHchalk



4 4. Pierwsze rownanie Maxwella

 Rownanie to nosi nazwe pierwszego rownania Maxwella.
Mozna go przedstawiC w innej postaci uwzgledniajgc
zaleznosci na gestosc pradu przewodzenia i gestosc pradu
przesuniecia: oD

rotH = yE +—
Ot

« W przypadku srodowisk o state] przenikalnosci elektrycznej
mozna to zapisac (&= g, €, =const):

E
rotH = yE + ga—
ot

« Sens Fizyczny tego rownania oznacza, ze pole magnetyczne
bezzrodtowe wytworzone jest zarowno prgdami przewodzenia
jak i polem elektrycznym zmiennym w czasie.




4 4. Pierwsze rownanie Maxwella

* Dla dielektrykow idealnych o przewodnosci wtasciwej y=0
otrzymamy:

oE
rotH = ¢ —

ot

* Pierwsze rownanie Maxwella ustala zaleznos¢ miedzy
zmieniajgcym sie w czasie natezeniem pola elektrycznego, a
zmlenlajqcym sie w przestrzeni natezeniem pola
magnetycznego oraz wskazuje, ze pole magnetyczne
znajduje sie w ciggtym ruchu. Inaczej: rownanie Maxwella
okresla ilosciowy wigzek miedzy polem magnetycznym |
wywotujgcym je polem elektrycznym oraz szybkoscig zmian w
czasie tego pola.

« Wiadomo, ze dywergencja rotacji rowna jest tozsamosciowo
zeru, divH=0. Dlatego i div J__;,=0.



4.5. Drugie rownanie Maxwella

* Drugie rownanie Maxwella wyraza prawo indukcji
elektromagnetycznej w postaci rozniczkowej. Zgodnie z tym
prawem powstaje w zwoju SEM (sita elektromotoryczna) przy
zmianie skojarzonego z tym zwojem strumieniem
magnetycznym @ czyli:

« Maxwell uogolnit to prawo wskazujac, ze zmieniajgcy sie w
czasie strumien magnetyczny wytwarza pole elektryczne nawet
w przypadku gdy jest brak jest uzwojenia.



4.5. Drugie rownanie Maxwella

W polu o indukcji magnetycznej B strumien magnetyczny
przenikajgcy dowolng powierzchnie S ograniczong krzywg

zamknietg L wynosi: ¢ — IB.dS

Zas SEM wywotana przez strumien zmienny w czasie:

e= j E - dl
L
Jesli powierzchnia S oraz obwod L sg nieruchome wtedy:

i)E-dl —aa—t:—j—ds



4.5. Drugie rownanie Maxwella

* Dodatni zwrot obiegu obwodu (linii zamknietej) L i dodatni zwrot
normalnej do powierzchni S obieramy tak, aby odpowiadaty
srubie prawoskretne|. Wprowadzitem tu pochodne czgstkowe,
gdyz SEM moze powstac nie tylko wskutek zmian w czasie
pola magnetycznego ale takze wskutek ruchu lub odksztatcenia

obwodu.

« Stosujgc tw. Stokesa mozemy przeksztatcic cyrkulacje wektora
E w nastepujacy sposob:

ﬁE-dl:jmtE-dS
L

S

oB

« Zatem: jrotE dS_—j— dS stad: rotE——E
S




4.5. Drugie rownanie Maxwella

Ostatnie rownanie stanowi drugie rownanie Maxwella.

Nalezy przypomniec, ze w polu elektrostatycznym, ktore jest
polem bezwirowym mamy rot E = 0. Linie wektora natezenia
pola E sg zawsze liniami niezamknietymi, zaczynajg sie na
tadunkach dodatnich a konczg na tadunkach ujemnych.

W odniesieniu do srodowisk o state] przenikalnosci
magnetycznej, drugie rownanie Maxwella otrzyma postac:

oH
rotE = —u——
* o

Drugie rownanie Maxwella ustala zaleznos¢ miedzy
Zmiennym w czasie polem magnetycznym i zmieniajgcym sie
w przestrzeni natezeniem pola elektrycznego



4.6. Uktad podstawowych rownan
pola elektromagnetycznego

* Pole elektromagnetyczne charakteryzujemy za pomocg
czterech wektorow E, D, B, H. W przypadku srodowisk o
przenikalnosciach elektrycznym i magnetycznych
statych, wektory te zwigzane sg zaleznosciami:

D=¢,¢,E i B=pyHH
Wobec tego przy wyznaczaniu pol wystarczy znac tylko

dwa wektory. Zazwyczaj wyznacza sie wektory E oraz H
z rownan Maxwella:

E oH
r0tH=7/E+ga— rotll = —yu——
ot Ot




4.6. Uktad podstawowych rownan
pola elektromagnetycznego

« Jednak dla jednoznacznego wyznaczenia wektorow E i H
wspomniane rownania sa niewystarczajgce gdyz wektor
rotacji nie jest jednoznacznie okreslony. Dlatego trzeba miecC
jeszcze dywergencje wektorow E 1 H .

« Zatem uktad podstawowych réwnan pola elektromagnetycz-
nego w odniesieniu do srodowisk o statej przenikalnosci
elektrycznej €= ¢, £,=const i magnetycznej u= U, u,=const
| przewodnosci wiasciwej (konduktywnosci) y= const mozna

zapisac: OFE
rotH = yE + v divH =0
rotE = —,uaﬂ divE = £
ot E




4.6. Uktad podstawowych rownan
pola elektromagnetycznego

* Przy obliczaniu konkretnych zadan powinny byc¢ uwzglednione
warunki poczatkowe i brzegowe. Na przyktad w chwili t=0
powinny byC podane wartosci wektorow E i H we wszystkich
punktach objetosci V, w ktorej rozcigga sie pole. Oprocz tego
powinno by¢ wiadome jakie sg wartosci tych wektorow na
powierzchni brzegowej S.

* Na granicy dwoch srodowisk wartosci parametrow €, yiy
zmieniajg sie skokowo, dlatego na powierzchni granicznej
dwoch oSrodkow wystapi skokowa zmiana wektorow pola przy
czym warunki brzegowe otrzymane dla pol statych w czasie
zachowujg swojg waznoSc | w odniesieniu do sktadowych
wektorow pola elektromagnetycznego:

% _ _ _
glEln _82E2n = E]_t — Ezt Hlt _ H2t _ z-pow ILllHln _ /LlZHZn

€0




4.6. Uktad podstawowych rownan
pola elektromagnetycznego

« Sens fizyczny podstawowych rownan pola elektromagnetycz-
nego polega na tym, ze pole magnetyczne jest zawsze polem
bezzrodtowym i wytworzone jest przez tadunki bedace w ruchu
oraz przez zmieniajgce sie w czasie pole elektryczne.

* Pole elektryczne moze byc¢ bezzrodtowe (w tym przypadku
wytworzone przez zmieniajgce sie w czasie pole magnetyczne)
lub bezwirowe, jezeli wytworzone jest poprzez niezmieniajgce
sie w czasie tadunki elektryczne.

* Pole elektryczne | magnetyczne, sg zwigzane ze sobg ciggtym
| wzajemnym przetwarzaniem przedstawiajg sobg dwie roézne
postacie pola elektromagnetycznego znajdujacego sie w ruchu
| Nlosgcego ze sobg energie w ilosci: 2 2

)
W,, = | dV+j”H dy
2 2




4.7. Twierdzenie Umowa-Poyntinga

* Twierdzenie Umowa-Poyntinga przedstawia prawo zachowa-
nia energii w polu elektromagnetycznym. Twierdzenie to
wigze zmiane energii w dowolnej objetosci ze strumieniem
gestosci te] energii, przeptywajacym przez powierzchnie
ograniczajgcg tg objetosc.

* Energia pola elektromagnetycznego w objetosci V wynosi:

W, = [ qr o [H gy
y 2 ;2

« Energia ta zmienia sie w sposob ciggty i zmiana jej w rozpa-
trywanej objetosci wynosi: oW OE

Ot

_ng dV+ij—dV



4.7. Twierdzenie Umowa-Poyntinga

* W odniesieniu do srodowiska o przenikalnosci elektrycznej,
przenikalnosci magnetycznej oraz przewodnosci wiasciwej
— statej, z rownan Maxwella mozna obliczyc:

OE
E— =rotH - yE ga—Ez—rotH
ot Ot

« Witedy zmiana energii (przyrost) pola elektromagnetycznego
moze bycC przedstawiona w nastepujgcy sposob:

W, =IErotHdV—ijde—jHrotEdV
ot % % %




4.7. Twierdzenie Umowa-Poyntinga

» Z analizy wektorowej wynika, ze:

div(Ex H)=H -rotE — E - rotH

ow
ot

e Zatem:

=—|divEx H)dV — [y E*dV
V V

* lloczyn wektorowy ExH oznaczamy przez P | nazwiemy
wektorem Poyntinga. Wartos¢ wektora P mierzymy w watach
na metr kwadratowy (W/m?)




4.7. Twierdzenie Umowa-Poyntinga

Zgodnie z twierdzeniem Gaussa-Ostrogradzkiego

[divPdV = PdS
V S

a wiec mamy:

_ : ow.,,
—{PdS-!yE dv + ~

Otrzymane rownanie wyraza twierdzenie Umowa-Poyntinga.

Strumien wektora Poyntinga wchodzacy do powierzchni

zamknietej S rowny jest sumie dwoch mocy. J.VEZ dv
V

Pierwsza przedstawia moc strat cieplnych:
Druga odpowiada zmianie energii pola

/4
elektromagnetycznego w rozpatrywanej objetosci: a;m




4.7. Twierdzenie Umowa-Poyntinga

* Moc strat cieplnych P jest zawsze dodatnia. Moc p,,,,
odpowiadajgca zmieniajgcej sie w czasie energii pola ele-
ktromagnetycznego, moze by¢ dodatnia i ujemna, w zalez-
nosci czy energia pola elektromagnetycznego wewnatrz
objetosci V zwieksza sie czy zmniejsza.

« Sktadowa normalna wektora ds. jest dodatnia, jezeli jest
skierowana na zewnatrz powierzchni zamknietej. Aby
strumien wektora P przechodzacy przez powierzchnie S byt
dodatni, wektor P powinien byC przede wszystkim
skierowany do wnetrza objetosci V (kat miedzy wektorem S
| wektorem dS powinien bycC rozwarty)



4.7. Twierdzenie Umowa-Poyntinga

« Wektor Poyntinga mozna okresli¢ jako wielkos¢, ktora rowna
jest liczbowo energii przechodzacej w ciggu 1 sekundy przez
pole powierzchni 1m? prostopadtej do kierunku wektora
Poyntinga P.

* Przy rozpatrywaniu twierdzenia Umowa-Poyntinga zatozono,
Ze W rozpatrywanej objetosci ograniczonej powierzchnig
zamknietg S nie byto zrédet energii.

« Jezeli istniejg zrodta energii w rozpatrywanej objetosci V a
wartos¢ chwilowa mocy zrodta energii wynosi p; to twierdzenie
Poyntinga mozna przedstawiC nastepujgco:

_ 2 ow,,
pé—iPdS+£yE dV + y




4.7. Twierdzenie Umowa-Poyntinga

pz,szdS+ij2dV+aW€m
S V

ot

Co oznacza, ze moc zrodta w objetosci V rowna jest sumie
mocy strat cieplnych, mocy idacej nha zmiane energii pola
elektromagnetycznego w objetosci V i mocy wyptywajacej
przez powierzchnie graniczng S rozpatrywanej objetosci.



4.7. Rownania Maxwella w postaci
zespolone]

» Jezeli sktadowa wektora natezenia pola elektrycznego E |
magnetycznego H zmienia ja sie w czasie sinusoidalnie i fazy
wszystkich trzech sktadowych sa takie same, to rownanie
Maxwella mozna zapisaC w postaci zespolonej. Przyjmujemy,
ze wektor natezenia pola elektrycznego nam nastepujgce

sktadowe: _ o
E =FE_sin(ot+y)=Im[E_e’"e’™]
E E , Sin(at +y)=1m[E e’V e’]
E E S|n(a)t+w)—lm[E e’V e’ ]

 Amplitudg zespolong wektora natezenia pola elektrycznego
nazywamy wektor:

E =(iE, +jE, + kE_)e'V = E e’



4.7. Rownania Maxwella w postaci
zespolone]

« Warto$¢ chwilowa wektora: [ = Im[E ejgu]
e /4

* W sposob analogiczny mozna przedstawic amplitude

zespolona natezenia pola magnetycznego:

H =(H, +jH,, + kH_)e'' =H e’

* QOraz jego wartosc¢ chwilowa: H = Im[H ej‘”]



4.7. Rownania Maxwella w postaci
zespolone]

« Jezeli w rownaniach Maxwella podstawimy wielkosci
zespolone w miejsce wektorow E | H, to otrzymamy
rownania ktore bedg stuszne nie tylko dla czesci
urojonych wystepujgcych w rownaniach Maxwella ale
rowniez dla czesci rzeczywistych.

« W ten sposob zapis rownan Maxwella znacznie sie
uprosci i tak dla pierwszego rownania mamy:

OE
rotH = yE + & —

ot
* W wyniku podstawienia otrzymamy:

e’ totH =e'"yE +¢cE e



4.7. Rownania Maxwella w postaci
zespolone]

* Po uproszczeniu otrzymujemy pierwsze rownanie
Maxwella w postaci zespolonej:

otH =yE + jockE

« W analogiczny sposob mozna otrzymac drugie rownanie
Maxwella:

rotk =—jouH

* oOraz

diviuH,, )=0
div(¢eE, )= p



4.7. Rownania Maxwella w postaci
zespolone]

« Dogodnosc¢ przedstawienia podstawowych rownan pola
elektromagnetycznego w postaci zespolonej polega na tym,
ze rownaniach tych nie wystepuje czas t.

» Wektorem zespolonym Poyntinga nazywana jest wielkosc:

1
P=—[E,H;]

- Gdzie H, jestwartoscig sprzezong amplitudy zespolonej
natezenia pola magnetycznego. Strumien zespolonego
wektora Poyntinga wchodzacego do powierzchni zamkniete] S

— § PdS = [ divPdV = —[div(E H)dV
S 4 d




4.7. Rownania Maxwella w postaci
zespolone]

» Uwzgledniajac, ze:

div(E H' )=H rotE —E rotH,

« QOraz:

EE, =E,
H.H,=H,

« Otrzymamy wyrazenie okreslajgce strumien wektora

Poyntinga przenikajgcego przez powierzchnie zamknietg S

2 E2

E2
“dV + j2w
; j l(

—ﬁP-dSzj;/
S V




4.7. Rownania Maxwella w postaci
zespolone]

» (CzescC rzeczywista poprzedniego wyrazenianrowna jest
sredniej mocy strat cieplnych za jeden okres; jest to moc
czynna:

EZ
[y Zde = P =Re{-$P-dS}
V S

« (Czesc¢ urojong mozna traktowac jako moc bierng w
objetosci V

Im{—$ P dS} = Im{-$ [E_H.,]dS}




4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

* Aby okreslic wektory E | H przy danym wektorze gestosci pradu

J i gestosci objetosciowej tadunkow p nalezy rozwigzac uktad
rownan Maxwella:

divuH =0
I”OtH=J+ga—E rotE:_ﬂaﬂ dlszﬁ

« Zaktadajgc state parametry srodowiska, poszukiwane wektory
E i H przy danych J i p, zalezg od trzech wspotrzednych
przestrzennych i czasu. Bezposrednie rozwigzanie rownan
Maxwella zwigzane jest zazwyczaj z duzymi trudnosciami.

 Mozna je uprosci¢ wprowadzajgc funkcje pomocnicze @i A.
Nazywamy je potencjatami elektrodynamicznymi uogolnionymi



4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

« Zaleznosci pomiedzy E i H a takze ¢ i A ustala sie w ten
sposob, aby podstawowe rownania przyjety postac jak najbar-
dziej dogodng z punktu widzenia rozwigzania. Przyjmuje sie:

rotA=uH=B (divB=0)

(W celu jednoznacznego okreslenia wektora A trzeba wyzna-
czy¢ ponadto jego dywergencje, ktorg dobieramy rowniez z
mySlg uproszczenia otrzymanych zaleznosci).

Wiec natezenia pola magnetycznego mozna wyrazi¢ poprzez
potencjat wektorowy uogolniony A:

H=1/urot A

podstawiajgc wielkos¢ H do drugiego rownania Maxwellai po
pewnych uproszczeniach otrzymamy:

rot(E + 8_A) 0



4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

0A
« Poniewaz pole wektora FE + o jest potencjalne, mozna
 okresli¢ takg funkcje skalarng ¢ dla ktorej istnieje gradient:

A
E + o4 = —grado
ot

« Wielkosc¢ fizyczng ¢ nazywamy potencjatem skalarnym
uogolnionym. W ten sposob mozna powigzac potencjaty
uogolnione z wektorami natezenia pola elektrycznego E i
magnetycznego H.

1 0A
H =—rotA E=———grado

7, ot



4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

* Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci , pierwsze rownanie
Maxwella mozna przedstawic w postaci:

1 o(- o — grad )
rot(—rotd)=J + ¢ ot
U ot
* Lub:
0°A 0
rotrotA = uJ + su — grad (8#6—(:
[




4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

* Po rozwinieciu rotacji rotacji wektora:

« rotrot A=graddivA - YA oraz oznaczeniu: ye = 1/vV?
« Otrzymamy:
1 0°A4 1 0p

VA - = —uJ + orad(divA +
v Ot HJ + grad( v’ Ot

)

 Mozna tak dobra¢ A aby rownanie uproscito sie

« Witedy potencjat wektorowy A:

przyjmujac postac: 16
divA = -— 1
v° Ot

1 0°4
ViA-— = —uf

v: Ot




4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

« Jezeli powyzsze rownanie przedstawimy przyjmujac
wspotrzedne prostokatne:

A=IiA, + j4, + kA, J=uJ +jJ, +kJ,

* Otrzymamy trzy rownania d’Alemberta:

1 52Ax
VzAx_v2 ot* =
1 0°Ay
Vsz_Vz PYE: =—,LL]y
1 0°A4
VZA . z :_,LL]Z

© oyt Ot



4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

* Qraz jeszcze czwarte rownanie dla potencjatu
skalarnego:

2
vip- Lo L
Vo Ot E
« Wprowadzajgc wiec potencjaty uogolnione Ai
sprowadzilismy rownania Maxwella do czterech rownan
d'Alemberta, ktore sa rownaniami tego samego typu. W
ten sposob rozwigzanie rownan pola

elektromagnetycznego uproscito sie znacznie.




4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

* Rozwigzanie rownan d’Alemberta mozna przedstawi¢ w postaci
catkowej:

r
plt=") pA( =)
‘" ,‘[ 27er 'r[ 27

« (Gdzie w celu obliczenia potencjatow skalarnych w punkcie N i
chwili t, nalezy podzieliC objetosC V na elementarne objetosci
dV, nastepnie obliczajgc tadunek w tej elementarnej objetosci w
chwili (t-r/v), gdzie r to odlegtos¢ od elementarnej objetosci dV

1
* do punktu N a Y= / £l Jest predkoscig rozchodzenia sie

fali elektroma- gnetycznej w dielektryku o
przenikalnosci bezwzglednej € | L.




4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

« W ten sposdb mozemy dojs¢ do postaci rownan ktore
okreslajg potencjaty uogolnione

1 0%
Vip— =0
“ V2 O’
1 2
ViA- zafzo
V- Ot

« Ktore nazywamy rownaniami falowymi.



4.8. Potencjaty elektrodynamiczne
opoznione lub uogolnione

* Aby rozwigzac rownania falowe i rownania d’Alemberta

nalezy dla kazdego pzrypadku uwzgledni¢ warunki
poczatkowe i brzegowe.

* By = Ey; Dy,—D,,=0



